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IGUALDAD DEFINICIONAL DE
EXPRESIONES MATEMATICAS

EN LA LOGICA INTUITIVA

RESUMEN

En este +trabajo es presentada una especificacidn Fformal de
expresiones matematicas e igualdad definicional, basads en la Teocria
de Expresiones de Per Martin-LEf.

Per Martin-LBf ha desarrollado una teoria de expresiones donde las
definiciones son eliminables y la igualdad entre expresiones es
gecidible. Dicha teoria =32 basa en el concepto de aridad
(funcionalidad) de expresiones como mecanismo para controlar la
formacidn de expresionss bien-formadas.

En esta monografias se propone un tipo abstracto de expresiones,
s2 analiza la expansion de expresiones (eliminaciodn de definiciones),
% finalmente se expone un procedimiento para decidir igualdad
definicional entre expresiones de la misma aridad.



INTRODUCCION

La Teoria de Tipos de Per Martin L8T puede ser interpretada como
una aplicacidn de la Logica Intuitiva a la ciencia de la Computacidn.

Esta teoria presenta wun cuerpo unificado para implementar la
actividad de especificacidns construccidn y verificacidén de programas.
Fue originalmente desarrollada como una formalizacidn de la matematica
constructiva, con la cualidad que su lenguaje consagra la ocurrencia
de demostraciones en las proposiciones, vy comb consecuencia, las
proposiciones pueden expresar propiedades de las demostraciones. Esta
facilidad tiene importantes consecuencias para la TJTeoria de Tipos
considerada como un lenguaje de programacidn.

El lenaouaje de la Teoria de Tipos

En la Teoria de Tipos, las expresiones son contruidas a partir de
variables vy constantes por medio de la aplicaciodn y la abstraccion
funcional. Aungue el lenguajes en apariencia, puede presentar
seme janzas con el Calcule Lambda,; no es libre de tipos en el sentido
de dicho calculo. Posee mas restricciones con respectoc a las formas
gue una expresion bien-formada (wfe) puede tener.

El uso de la nocidn de "aridad de una expresisn” —-la cual describe
su funcionalidad--, para imponer las restricciones apropiadas sobre las
formas de aplicacion gue son legitimas, ha sido sugerido por Per
Martin-L8F.

Dos  importantes consecuencias de esta 5ugerencia concentran la
atencion de este trabajos

- las definiciones en una expresion son eliminables
- la ilgualdad definicional entre expresiones es decidible.



1. EXPRESIONES E IGUALDAD DEFINICIONAL
Este capitulo estad basado en Nordstré8m [13.
Como son construldas las expresiones 7

Una manera posible v natural es permitir gue las expresiones en
general, sean construidas a partir de variables vy ceoenstantes
primitivas por medio de la aplicacidn v la abstraccidén funciocnal. Este
es, también, el analisis gue han hecho Church, Curry y sus sequidor es
en Légica Combinatoria.

5in embargo, hay dos consecuencias no naturales de esta definicion.
Una es gue se puede aplicar, por ejemplos, la sxpresidn succ, gue
representa la funcidn sucesor, a tantas expresiones como se desee v
formar expresiones como succi(x){x), aun cuando la Ffuncitén sucesor solo
tiene un argumento. La otra es que la autocaplicacion estd permitidas
se puede formars por 2j.. succi{succ). La autoaplicacidns conjuntamente
con la definicion

((x)b)Yla) e=3 bla/x]

donde :=: denota igualdad definicional, conduce a expresiones en las
gue no se pueden eliminar definiciones.

Esto puede constatarse a traveés del conocido esjemplo

COO R YOI xdxn) )y s=2 ({x)Ix{x)){{xIni{x))y s=: ...
Segun Church [3] sabemos, por lo tanto, gue si analizamos la igualdad
definicional entre dos expresiones en esta teoria, no serd siempre
decidible si las expresiones son iguales definicionalmente.
- Para resolver estas limitaciones Per Martin--LY8T ha suQerido.,

retornando a Frege (4], gque con cadae expresidn deberia asociarse una
aridad, describiendo la funcionalidad de la expresidn.

1.1 La arided de una expresion.

Utilizaremos las siguientes convenciones notacionales:

blaly..ran) en lugar de bi{al)(a2)... (an)
(xls.opundd en lugar de (x1){x2)... (xn)d
{wly..swn) en lugar de (wl){w2)... (wn)

S1 wls..swn (n>8) son aridades, entonces (wls..,whn) 5 una aridad.
Para n=0 se obtiene la aridad de una expresiodn saturada {(completa) Vv
se denota () o @.

Para n>@ » {(wls.o.opwn) #5 la aridad de expresiones no saturadas
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(incompletas, funcionales) las gque aplicadas a n expresiones de aridad
wl;..own , se saturan.

Cada variable y cada constante primitiva (predefinida) tienen una
aridad asociada a ella.

A modo de ejemplo aclaratorio se presentan algunas expresiones vy
sus respectivas aridades.

expresion aridad
s - @
- @
succ - (@)
plus - (@ @)
succ (i) - @
plus(l) - (D)
plus{succ(1),x) - 9]

1.2 Que e una expresion de aridad w 7

Nordstrdm [1] define lo que es una expresidn de una cierta aridad:
primero se refiere a expresiones saturadas, lueqo las no saturadas.

1. Sa ®» s una variable de aridad (wls..swn) vy al,..s,an son
expresiones de aridadea wl,..,wn 5 respectivamente , entonces

®{aly..an) es una expresion saturada.

2. 51 © es una constante de aridad (Wwly..own? y als,..,an son
expresiones de aridades wly..swn . respectivamente , entonces

c(als;..>an) es una expresion saturada.

3. Si, en una definicidn abreviatoria, el definiens {(miembro derecho)
25 una expresion saturada, entonces también lo es el definiendum
(miembro izguierdo).

“. 81 bixl,..sxn) es una expresién saturada, donde xl;..,xn son

variables de aridades wls..swn respectivamente, Que no  oCurven
libres en b, entonces b es una expresidn de aridad (wWls...wn).

1.3 Reqlas de formacidn de expresiones.
Nordtrdmf1l define las rteas de formacion de expresiones como

sigue:

1. Variables -~ Una variable de aridad w es una expresion de aridad w.



2. Constantes Primitivas — Una constante primitiva de aridad w s una
expresion de aridad w.

3. Constantes Definidas - Si b es una expresidn saturada sin otras
variables libres gue xl,...,xn de aridades wls..,wn respectivamente,; vy
la constante c de aridad wl;..,wn es definida explicitamente por b,
entonces ¢ s una exXxpresion de aridad w.

4. Abstraccidn - 51 v es una expresiodn de aridad (vi,..,vn) v xl,..sxn
son variables de aridad wls..,wn respectivamente, entonces (xl,..,xm)b
25 una expresion de aridad (wls;..swmyvie..pvn)

5. Aplicacidn -~ Si c es una expresion de aridad (wls..swmsvis..ovn) v
#1y..9%m son variables de aridades wl...,wn respectivamente, entonces
Cixl,..oxm) es una expresion de aridad (vi,..svn).

6. Substitucion — Es posible substituir variables por expresiones:

Si b es una expresitn de aridad w, posiblemente conteniendo
ocurrencias libres de las variables xl,;..:;xn de aridades wvi,..,vm
respectivamente, y @als...an son expresiones de estas aridades,

entonces blals,..,am / xly..,xml] s una expresion de aridad w.



2. UN TIPO ABSTRACTO DE EXPRESIONES

2.1 Sobhre el disefo.

El primer paso en la especificacidn de expresiones es Caracterizar
un conjunto de funciones gue definan la Sintaxis abstracta de unas
expresion arbitraria.

Este conjunto de TFunciones sigen estrechamente las reglas de
formacidon de expresiones descriptas en [1.331. Sin  embargo, no hay
contraparte para la regla & ~substitucidn- v la regla 5 se generaliza
de forma tal que las expresiones son aceptadas romo operandos.

“.1.1 Identificadores ¥ lista5‘~ Se asume que los siguientes conjuntos
¥y funciones estan dispunibles:
a. Id, el conjunto de los identificadores.
—=  egual : Id x Id - -> Bool
b. Para cada conjunto A, List(Aa) es el conjunto de todas las listas

con elementos de A, Se dispone;, ademas, del siguiente grupo de
funciones para construir y seleccionar listas,

Sea asbh:o lslist(Q)
- * 5 -=> List(A)
e . B 8 x List{a) -=> List(a)
empty : List(A) --> Beol
—— first s List(a) R A
- rest s List(a) e List ()

empty(*)=true
empty(a.ll)=Talse

firsti{a.l)=a

rest(®)=»
rest(a.l)=]

2.2 Constructores
De acuerdo con las reglas de formacion de expresiones £1.313,
podemos definir las siguientes funciones para construie expresiones a

partir de variable y constantes.

Sea e:Exp, Ixslist(var), leslist(Exp).




—- Cor,var s Id =2 Var
-—- cr_cont H I1d —-> Const
~-- cr.abs s Listl{var) x Exp --> Exp

tr.abs(lx,e) construye (lx)e
- cr_appl s Exp  x  List(Exp) -—2> Exp

Cr.appl(e;le) construye e(le)

donde Var y Const son subconjuntos del conjunto Exp:

Exp — El conjunto de las expresiones.
Var - El subconjunto de las expresiones que son variables
Const - E1l subconjunto de las expresiones gue son constantes

2.3 Selectores
Sea 1:1ds esatkExps le:List(Exp)., IxslList(Var).

--- is_var : Exp --> Bool
igvar{crovar{i))=true
para los demés casos se cumple 1s,var(a)—false

- 15_con5t H Exp - Bool
isconst(cr_const(i))=true
para los demds casos se cumple is_const(a)=false

-— is8 abs 3 Exp - Bool
is abs({crwabs(lx,e))=true
para los demés casos s cumple is abs(a) Talse

—— is.appl ‘ 8 Exp -2 Bool
isapplicdsapplie;le)=true
pare los demas casos se cumple is_appl(a)=false

Los selectores is_var, isconst, is,abs e is.appl cumplen con la
oropiedad de gue dada una expr951dn arbitraria, wuno vy socloc unc de
W‘ios sera verdadero:

{is var{e) XOR is const{e)) XOR (is abs(e) XOR is appl(e))=true

indent : Exp ~--> Id
indent{cr_var(i))=i
indent(cr.const(i))=i



cperator : Exp --> Exp
operatori{cr appli(esle)i=e

ops : Exp -=> List(Exp)
ops{cryappliesle)li=le

expr s Exp —>  Exp
expr(cr.abs(lxse))=e

vars H Exp = >  List(Var)

vars(creabs(lxse))=1x

Se aclara gue las fTunciones indent, operator, opss; expr y vars estan
indefinidss para ciertos argumentos.



3. EXPANSION DE EXPRESIONES

Nosotres hemos visto en [1.31 gue si © es una constante definida
de aridad (wls..own), ella estd definida explicitamente por una
expresion saturada b sin otras ocurrencias de variables libres gue no
sean xls...xn de aridades wl;..:wn respectivamente.

Este capitulo est4 dirigido a demostrar que si 2 2S5 una expresion
saturada de la Aforma clel,...en) y © es una constante definida.
entonces © puede siempre ser eliminada de e. EBE1 proceso de eliminar
una constante definida de una expresién es llamado expansion de

exrpresiones.

3.1 Reglas de igualdad definicional

1. La igualdad definicional es una relacién de equivalenciacs

a s=: a 5 a :=: b H a :=: b b :=: cC
o os=: a a :=: ¢

i
I owe
W
ue
o

(x)a =3 (x)b

. 81 a y ¢ son expresiones de aridad w y b una expresidn de aridad
{w) entonces :

3. Beta-conversion
{({x)b)(a) =:=3: blarsxl

Las variables libres en a no pueden aparecer ligadas en bla/x]

(x){bix)Y) z=: b

% no debe ocurvir libre en b
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&, Constantes definidas — Si c es una constante de aridad (wl,..wn)
v b es una eupresidn saturada (aridead=@) sin otras ocurrencias de
variables libres gue no sean Hls..sun de aridades wls..swn

respectivamente, entonces se puede plantear la definicidn explicita

Cixlos.oaxn) s=3 b

3.2 Expansidon de una expresion
Supongamos que tenemos una expresion de la forma
(1) clel;..sen? S O]

donde ¢ es una constante definida de aridad (Wls..osmwn),
Ci{nly..onn) es un definiendum con definiens b, y ely..:82n son
expresiones de aridades wls..;wn, respectivamente. Lon el soporte de

£3.11 las siguientes iguadades son validas

cixls..oxn) =2 b Reglas 2 y & [3.11

(3lseosxr){cinly..sxn)) s=3 (%ls..,%Nn)b Regla 5 [3.17]
(ii) C s=: (Mlo..own)b

Ahora es posible eliminar ¢ de (i) con ayuda de ;a igualdad (11)

clels..oen) :=: ((Mls..sxm)bl){(els,..,en) Regla 4 [3.11
v por lo tanto

((x1s..oxm)B)(el,..pen) =1 blely..sen / xls..;xn]
concluyendo

ciely..oen) :=: blel,..sen / xls..sxnld

e, entonces, que la expresion ci{ely..sen) ha sido expandida
eguivalente de la forma blelsy...2n / xi,..»xnl.

2.3 La lists de definiciones.

Cuando se ha de expandir una expresion debe ser posible el ‘acceso
a todas la constantes definidaes vy sus definiciones. Por esta razén, se
supone disponible una lista de definiciones.

13}
i3

define 21 tipo de las definiciones, Def :



Sea 1:1dy eskxp, lxsbListi{Var).

- cr..def H Id x List(Var) % Exp -> Def
- def_id s Def - > Id
- defoidicr_def(i,Ilx.e)))= }
—- def vars H Def > List(var)
- def vars(cr_def(isluse))= 1x
- defeexp . Def -> Exp

- defoexpler_gdef(i,lu,e))= e
La lista de definiciones serd accedida por las siguientes operaciorecs:

Sea c:Const, bi:Exps xls..sxn:Var, d:Def, defs:List(Def).

is_def _const : Const ®* List{Def) ~-> Bool
- is. def.consti{c,defs) = true
si existe una definicion d en defs tal que
egual (ident(c),def_id(d)) = true
fetch_def H Comst % List(Def) -> Def
- 51 isadefoconst(c,defs) = true
entonces fetch.def(c,defs) = d

Y se cumple gue
equal (ident(c),def.id(d)) = true
3.4 Eliminacién de una constante definida en una expresion.
Si tenemos una expresion de la forma
C(EIQ..)ETT)
donde © es una constante definida, Cixly,..oxn) es un definiendum con
definiens b, vy el,...en son expresiones, entonces se puede expandlr
dicha expresidn de la manera expuesta 2n [3.27:
clely..;en) :=: blel,..sen / xl,;.,xn]
Esta igualdad indica que la regla &6 de formacidn de expresiones

-substitucidn- debe ser aplicada cuando se ha de expandir una
expresion. :

d.4.1 Substitucidn - Con la intencidn de definir una fTuncidn que
represente la regla &6 [1.3] capaz de evitar colisiones entre los
nombres de variables libres y ligadas, se ha de seqguir la estrategia
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de avanzar paso a pasos comenzando por definir una funcion para un
casc simple y restringido de substitucidn. .

Paso I .- 51 e es una expresion de aridad w, que posiblemente contiene
ocurrencias libres de la variable x de aridad v, y es una vaeriable de
aridad v que no ocurre ligada en e, y s1 e’ X7y vy’ Son
representaciones de e, x e y, entonces simple subsix’,2’,y’) puede ser

considerada como una representaciaon de elx/yl.
simple_subs @ Var x Exp x Var > Exp

Paso Il .- 51 e es una expresion de aridad w, que posiblemente contiene
ocurrencias libres de las variables xl,..s,xn de aridad vi,..,vh,
yls..oyn son variables de estas aridades gue no ocurren ligadas en e vy
identixi)<>ident {ylk) para todo @<idn+l, v s1i ml, e’,yl E={a}a)
representaciones de (%l oosnn)y & y (yls.osyn), entonces
vars_subs{xl,e’syl) puede ser considerada como una representacisdn de
Efyl,..,yn / Xla-npx‘ﬂ]. ' .

vars.subs H List (Var) ® Exp x Listi{var) - > Exp

Paso III .- 81 @ es una expresion de aridad w, gue posiblemente
contiene ocurrencias libres de las variables xl1,..,xn de aridades
Visge.svn, als..ran son expresiones de dichas aridades tales gue ningun
miembro de (xl,..sxn) ocurre libre en aloun miembro de (al,..rar),
entonces exps..subsixli;e’,al) puede ser considerada como  una
representacicon de elals,..an / %xljy..,%nl.

expswsulys ¢ List(Var) x Exp x List(Exp) =-> Exp

Cen el fin de prevenir colisiones entre los nombres de las variables,
exps.subs puede substituir los nombres de variables ligadas por otros
no wtilizados previamente. Para crear estos nombres se supone
disponible la operacidn newames:

newnenes s Integer -> List(Var)
- new,names{n) produce una lista de
n variables cuyos nombres no han sido
previamente utilizados.

Paso IV .- Finalmente, la funcidn subst, gue representa la regle
£1.33, puede ser definida. Si e es una expresidn de aridad w, Qqu
posiblemente contiene ocurrencias libres de las variables wl,...xn d
aridades vis;..,vn y al,..san son expresiones de estas aridades
entonces

o o

It

HSea etkExps, xlynl:bistiVar), el:List{(Exp).
subst s List(var) x Exp »x List(Exp) -> Exp

— substixl,e,el) = auxwsubstixl,e,el.new_names(lenath(xl)))
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where
aux_substi(xl;es,el;nl)=
exps_ subs(nl,;vars_subs{xl,es;nl),el)

3.4.2 Expand .- Con la funcidn subst definida es posible presentar una
definicion de la funcion expand, gue representa el proceso de expandir

una expresion.

Sea c:Const una constante definidas el:List(Exp), defs:Listi(Def).

expand : Exp x List(Def) —~> Exp

- expand(cr.appl(csel),defs) = subst( def.vars(fetch.def(c,defs)),
def.exp{(fetch def(c,defs));,

el)
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4. IGUALDAD DEFINICIONAL

4.1 Cuando son iguales dos expresiones de aridad w 7

Las siguientes reglass sequn NordstrSmi1l, hacen posible decidir
cuando dos expresiones arbitrarias de la misma aridad son iguales.
Utilizaremos la notacidn b - w por "b es una expresion de aridad w", v
a :=: b - w por "ay b son expresiones iquales de aridad w'.

1. 81 x es una variable de aridad (wls..swn) y

al =3 bl - oWl
ad :=: b2 - wa
an :=: bn - wn
entonces wilal,..,an) :=: % (bls..bn) - @

2. 51 % s una constante de aridad (wls..swn) y

al :=: bi - wl
ad :=: b R
an :=: bn - wn
entonces x{aly..san) :=: x(bl,.,bn) @

J. Si a es un definiendum (miembro lzguierdo) con definiens

(miembro devecho) b, v b :=: c -~ @ entonces a :=: ¢ - @. Del mismo
modo 51 a 1=: b - @ v b es el definiens de un definiendum Cs entonces
a =3 ¢ - @,

4. 51 bixlsa.sxn) 2=: dixly,..s¥n) - & donde “ls.oosun 80N variables
de aridades wl,..,wn, respectivamente, las cuales no ocurren libres en
b o d entonces b =2 d -~ @,

Las reglas 1, 2 y 3 son definidas para expresiones saturadas (de
aridad ¢). Como solamente variables, constantes primitivas Y%
aplicaciones pueden ser expresiones saturadas, la regla 4 hace posible
la decidibilidad de la igualdad definicional de expresiones no
saturadas ( de aridad (wl,..,wn)) aplicando las reglas 1, 2 y 3 de la
siguiente manera:

Para decidir si las expresiones b y d de aridad (wls..wn) n>%9  =on

iguales, se aplican las reglas 1,& y 3 @ bixls.osxn) vy dixls..exn). Si
bixls.osnn) 3=: dixl,..s%n) entonces b :=: d.

4.2 Forma reducida de expresiones.

Una expresidn estd en forma reducida si-s



- es una variable o una constante primitiva

- 88 una aplicacion a(ely,..sen) y el operador a es una variable o

una constante primitive

- @8 una abstraccion (xly..sxn)b y b no es una abstraccion.
Las expresiones son preferidas en esta forma va gques aplicando las
reglas  presentadas en [4.13, puede decidirse la igualdad definicional
de dos expresiones, en cualguiera de los seis casos en que se
presentan: 3

Caso 1.- Ambas expresiones son variables o contantes primitivas,.

Caso 2.- Una expresidén es una variable o una constante primitiva v 1la
otra es una aplicacidn.

Caso 3.- Una expresién es una variable o una constante primitiva vy lae
otra es una abstraccidn.

Caso 4.- Ambas expresiones son aplicaciones.

Caso 5.~ Una expresidn es una aplicacidn y la otra es urna
abstraccidn.

Caso &.- Ambas expresiones son abstracciones.
o3 Un método para reducir una expresion.
Teorema : Existe un método para tranformar una expresidon e de aridad w
2 una igual definicionalmente en forma reducida.
Definicidn I, Lema I y Lema Il serén utilizados para obtener la forma
reducide de expresiones:
Definicion I.
{atels..oen)d(entl,..em) =3 al(els..rensentl,...em)
La Tuncidn red.appl representa la definicion I:

Sea esasbExp, ell.el2:List(Exp).

red appl : Eup - Exp
51 e= creapplicroappl{(a,ell),eld)
entonces red.appli{(e) = cr..appl(asconcat({ell,el?))

Lema I. - Regla 5 [3.11 v la Definicidn I sugtentan el siguiente lema:
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(xlseapum) ({xn+ls..5xmIB) s=3 (xls..sXNeXn+ly..3xm)b
FPrueba: las siguientes expresiones son definicionalmente iguales.

(ulsaosxm)({xn+l,..sxm)b)

Regla D [3.11
(xlyoonxm) € (Axlsoooxn) ({xn+l, . oxmIb)) (M1ly..axm) )

Definicion 1
(xlsoosxm) OO0 (00T os X)) (UxN+ls s XmID) ) XLy .onoxn)) YIxn+ly . L yxm)))

Regla o [3.113

(xlooooxm) (({xn+ly.sxm)b)(xn+l,..oxm))
Regla 9 3.1

(Xlsc.9xm)b

La funcidon red.abs representa el Lema 1:

Sea esazkExps X1l:x12:List(Exp).

red.abs s Exp - Exp
- 51 e= crawabsi(xll,cr abs(xl2,a))
entonces red.abs{(e) = cr.abs{concat(xll,x12),a)

Lema I1.- Regla 4 [3.11 (Beta—tonversion), PDefinicidn I vy Lema |
soportan 21 siguiente lema: '

ﬂzkg ((Xl).-;Xﬂ)b)(E’l)..;Ek) HESE b[EI,..gek/Xla..))’\ﬂJ
ndky, ((xly,..sxm)b)(ely..sek) =3 (blels..,en/%ls..oxnd)(entl,.. k)
'ﬁ)ks ((Xl,..aXﬂ)b)(Ely..)E’k) HESH ((xk+1,..;xn)b)[el,..,Ek/xl,..,xkl

La funcidn beta representa el Lema I1:
Sea beesExps xlexli,xlP:List(Var), elyell,el2:list(Exp).

beta s Exp - Exp
- Bl e = cre,eppllcr_abs{xl,b)sel)
entonces
si lengthi(xl)=length(el)
entonces betal(e) = subst(xl;b,el)
si lengthi(xl) < length(el) y existen
ell,el2 tales gue el=concati{ell.,ell) vy
length(xl) = lenagth{(ell)
entonces betal(e) = cr..appl(substi(xl,b,ell),elx)
si length(xl) > lengtht(el) y existen
x1ll,x12 tales que xl=concat(xll,x12) vy
length(xll) = length(el)
entonces beta(e) = (substixli,craabsixlE,b),el)

El siguiente procedimiento (Tabla 4.1) describe un método para



transformar una expresion e de aridad w en una definicionalmente igual
en forma reducida. '

Hasado en este procedimiento, se define la funcidn red.form que
transforma una expresidn en una eguivalente en Torma reducida, luego
de un numero finito de pasos.

51 e es ” red_formi{e,defs) =

1. - una variable o una ' e
constante pramitiva.

Urna aplicacion
cuyo operador puede ser:

d.2- una variable o una e

constante primitiva.
2.b— una constante detinida. redform{expandi{e,deifs) ,dets)
cd.c- una apliceacion. redotormi{redoapplie) sdets)
2.d- una abstraccion. red_formibetal(e) ,defs)

Una abstraccidn cuya
expresion puede ser: _
Jd.a- una abstraccion. red_formi{red_abs{e),dats)
3.b~- una variable =

o una constante

o una aplicacidn.

faBla 4.1 - Una descripcidn de red@farmn

4.4 Un algoritmo para igualdad definicional.

nea el y e dos expresiones arbitrarias de la misma aridad. Para
decidir si el y ed son definicionalmente iguales, se trenstorman =i vy
z2 a la fTorma reducidas y luego se aplican las reglas de igualdad
[4.13 en los seis casos posibles aue dos expresiones en forma veducids
nresentans

Caso 1 - 81 el vy eZ son variables o constantes primitivas de aridad
{Wwis.ostnl, entonces el v e2 son definicionalmente igualss si

elixl,..onn) 2= edi{xly..sxnn) - @ Regla & L[4.14
y esta igualdad se cumple si Regla 1 2 (4,13

el y ed son ambas variables y el = e
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el y e2 son ambas constantes primitivas y el = eg

donde xl,..,xn son variables de aridad wls..,wn respectivamente, que
no ocurren libres en el y ed.

Caso & -~ ©5i una de las expresiones es una aplicacidn b(al,...an) de
aridad (wl;..swk)s y la otra es una variable o una constante primitiva
d, entonces el y e2 son definicionalmente iguales si

el ixlyoosxk) 2= 22(%ls..9xk) - 9 Regla 4 [4.11

donde xl,..sxk son variables de aridad wl,..,wk respectivamente, que
no ocurren libres en el vy e2.

Pero
(blals..san))ixl,..yxk) :=: blal,..sansxls..sxk) Definicidn I
y .
blaly..ransxls..9xk) vy dixl,..,»nk) son definicionalmente iguales si vy
solo si n+tk=k (n=9) y b yv d son definicicnalmente iguales ( Reglas 1 vy
2 [4.11 ). Pero n=@ no es valido ya que una aplicacion tiene al menocs
ur operandos n>d.
Conclusidn: el y e2 no son definicionalmente iguales.

Caso 3 -~ Si una de las expresiones es una abstraccion (Xl ..9xn)b de
aridad (wl,..swk)s, y la otra es una variable o una constante primitiva
de la misma aridad, entonces el y o2 son definicionalmente lguales sa

ellyly..syk) :=: e2(yl,..,yk) - @ Regla 4 [4.11
donde yl,..,yk son variables de aridad wil,..,wk respectivamente,  que
no ccurren libres en el y ed.

Pero v
ellyl,..,yk) s=¢ tel{yl,..oyn) ) (yn+l,..,yk) Definicidn I
elliyls.oryk) z2=: (El(yl,..,yn))(yn+1,,.,yk) befinicion I
Yy si
el{yls,..oyn) =3 e2(yly..,yn) - (wn+l,..,wk) Regla 3 [3.113
entonces
tel{ylsosyn))(yn+l, . opyk) s=: (e@(yls..oyn))(yn+l, .. yk)
ellyls..syk) =2 e2(yly..oyk) - @
el =3 e2 (wls..,wk)
Conclusion: el y e2 seon definicionalmente iguales si ellyl,..,yk) vy

e2{yl,..,yk) son definicionalmente igusles.

Caso 4 - &i el:=:d(als..sam) y eB:=:b(gl,..,gn) son ambas aplicaciones
de aridad (wl,..,wk), entonces el y e2 son definicionalmente iguales
=i m=n vy si

ell{yls..oyk) =3 e2(yls..oyvk) ~ @ Regla 4 [4.13
donde yl;..,yk son variables de aridad wls..,wk respectivamentes aque



no ocurren libres en el o ed.

Pero
eliyl,..syk) =2 dial,..sansyls..syk) Definicion I
ed2{yls..oyk) =3 blals..sansyls..syk) Definicion I
Y
51 g :2=: b Regla 1| o & [a.1]
al :=: gl
an 1=: gn
vl =3 yi
vk =2=2 yk
sntonces
dialy..sansyly..syk) :=: blgls..sgnsyls..syk) — @ Regla 3 [&.11]
v .
ell{yl,..syk) =3 e2{(yl,..syk) - @
y .
el =3z 2 -~ (wl,..ywk)

Conclusidn: el y ed son definicionalmente iguales si m=n vy si
al v bl son definicionalmente iguales vy
acd v b2 son definicionalmente iguales vy

a & e ® s ® e o

am y bn son definicionalmente iguales.

Caso 3 - Si una de las expresiones es une abstraccion (xi,...xn)d de
aridad (wls..owk)y vy la otra es una aplicacidn, entonces el y ez son
definicionalmente iguales s1i eliyly,..oyk) e2{yl;..syk) S0V

definicionalmente iguales ( procedimiento similar al caso 3 ).
yls..oyk son variables de aridad wls..swk respectivamente; que no
ocurren libres en el o e2.

Caso & -~ si ele=2(xl,..osxn)d v ede=s{yly..pyrib SO ambas
abstracciones de aridad (Wwlsowstwml) entonces el W e2  son
definicionalmente iguales si el{zl.s..pozm) y e2{zly..szm) o son
( procedimiento similar al caso 3 ).

kr=n.k>=r v m=max{n,r)

zlsooszm son variables de aridad wls..swm respectivaments, cue no
ccurren libres en 21 o ef.

Observe gue no es necesario conocer la aridad de las expresiones para
decidir la 1igualded definicional. Solamente se supone gque las
expresiones son de la misma aridad.

La funcidn def equal.
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La funcidn def_equal, basada en este algoritmo, es definida para
decidir si dos expresiones de la misma aridad son detinicionalmente
iguales:

Sea el;ecd:Exp, defs:List(Def)

def _esqual : Exp » Exp x List(Def) -> Bool
- def.equal{red_form(el), redform(eg)sdefs)=true
si1 el y e2 son definicionalmente iguales
defLequal(redform(el), red~form(ed),defs)=false
si el y e2 no son definicionalmente iquales
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